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10 I. Introduction
Lorsque k ≥ 2, il existe des domaines stricts de Ck qui sont biholomorphiquement
e´quivalents a` Ck ; ce sont les domaines dits de Fatou-Bieberbach. Les premiers exemples
de tels domaines sont obtenus dynamiquement. En effet, si F est un automorphisme de
Ck pour lequel l’origine est un point fixe attractif alors le bassin d’attraction ΩF de F
a` l’origine est biholomorphe a` Ck. Ce biholomorphisme est obtenu en prolongeant a` ΩF
le biholomorphisme qui, d’apre`s le the´ore`me de Poincare´-Dulac, conjugue F a` un auto-
morphisme triangulaire au voisinage de l’origine.
Ce fait bien connu motive la conjecture suivante.
Conjecture I.0.1 (Bedford [Bed00], 2000). Soit f un automorphisme d’une varie´te´
complexe M et K un compact invariant par f . On suppose que f est hyperbolique sur
K. Alors pour tout p ∈ K, la varie´te´ stable passant par p est biholomorphiquement
e´quivalente a` un espace euclidien complexe.
Jonsson et Varolin ([JV02]) ont donne´ une re´ponse partielle a` cette conjecture. Ils ont
montre´ que lorsque le compact K est le support d’une ”bonne” mesure invariante alors
presque toutes les varie´te´s stables sont biholomorphiquement e´quivalentes a` un espace
euclidien complexe. Dans leur travail [BDM08], Berteloot, Dupont et Molino se sont
interesse´s a` des questions voisines et ont, en particulier, simplifie´ la de´monstration de
Jonsson et Varolin. On voit dans ce travail que le point essentiel est de mettre au point un
the´ore`me de normalisation a` la Poincare´-Dulac le long des orbites ; dans ce contexte les
proble`mes de re´sonnances se lisent sur les exposants de Lyapunov de la mesure invariante.
Dans [FsSn04], Fornaess et Stensones ont ramene´ la conjecture de Bedford a` un
proble`me de dynamique non autonome :
Conjecture I.0.2. Soit
−→
F := (Fj)j≥1 une suite d’automorphismes holomorphes de C
k
fixant l’origine telle que,
∀j ≥ 1 et ∀z ∈ B, a‖z‖ 6 ‖Fj (z) ‖ 6 b‖z‖ avec 0 < a ≤ b < 1.
Alors le bassin d’attraction de
−→
F a` l’origine est biholomorphe a` Ck.
Notre travail concerne cette question. Nous obtenons des re´sultats nouveaux qui en-
globent ceux connus a` ce jour. Nos me´thodes empruntent au travail de Berteloot-Dupont-
Molino [BDM08].
I.1 Pre´sentation des re´sultats et des me´thodes
Nous commenc¸ons par pre´senter la notion de (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions holo-
morphes dont la de´finition est la suivante :
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De´finition I.1.1. Soient a, b et ǫ des re´els tels que a < b < −ǫ 6 0. Une (ǫ, a, b)-chaˆıne
de contractions holomorphes au voisinage de l’origine de Ck est une suite (Fj)j>1 pour
laquelle il existe une suite ǫ-lente (rj)j>1 telle que :
1) Fj : Brj −→ C
k est holomorphe et Fj(0) = 0
2) ea‖z‖ 6 ‖Fj(z)‖ 6 eb‖z‖ pour tout z ∈ Brj .
On note
−→
F une telle suite (Fj)j>1 et l’on pose
−→
F n := Fn ◦ Fn−1 ◦ . . . ◦ F1
pour tout n ∈ N∗.
Rappelons que pour ǫ ≥ 0, une suite de re´els strictement positifs (rj)j>1 est dite
ǫ-lente si et seulement si 0 < rj ≤ 1 et 1 ≥
rj+1
rj
> e−ǫ pour tout j ≥ 1.
Dans notre contexte, les quantite´s cruciales de´croissent exponentiellement vite et les
suites ǫ-lentes peuvent eˆtre conside´re´es comme constantes.
Il faut remarquer que Fj(Brj ) ⊂ Brj+1 pour tout j ≥ 1, c’est ce qui permet de de´finir
les ite´re´es
−→
F n.
Lorsque les applications Fj sont de´finies sur tout C
k on parlera de (ǫ, a, b)-chaˆıne
d’endomorphismes.
Nous de´finissons le bassin d’attraction d’une (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions holo-
morphes
−→
F de la fac¸on suivante.
De´finition I.1.2. Soit
−→
F = (Fj)j>1 une (ǫ, a, b)-chaˆıne d’endomorphismes holomorphes
de Ck. Le bassin d’attraction de
−→
F a` l’origine est l’ouvert Ω−→
F
de Ck de´fini par
Ω−→
F
:=
⋃
n>1
(
−→
F n)
−1(Brn+1)
ou` (rn)n est une suite ǫ-lente associe´e a`
−→
F .
On montre facilement (voir le lemme II.3.1) que cette de´finition est inde´pendante du
choix de la suite ǫ-lente associe´e a`
−→
F . On voit tout aussi facilement (voir le lemme II.3.2),
que si
−→
F est une (0, a, b)-chaˆıne, c’est a` dire lorsque rj = r1 pour tout j ≥ 1, alors
Ω−→
F
= {z ∈ Ck/ lim
n−→∞
−→
F n(z) = 0}.
En particulier, lorsque la suite est stationnaire (Fj = F pour tout j ≥ 1) alors Ω−→F n’est
autre que le bassin d’attraction de F a` l’origine.
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Le fait est que les bassins d’attractions de deux chaˆınes qui sont conjugue´es sont
biholomorphes. Dans le cas stationnaire, c’est ce qui permet de voir (via le the´ore`me de
Poincare´-Dulac) que le bassin d’un automorphisme F contractant a` l’origine est biholo-
morphe a` celui de sa partie line´aire (ou d’un automorphisme triangulaire) c’est a` dire a`
Ck. Ceci fait l’objet de la proposition II.3.1 dont nous reproduisons l’e´nonce´ ci-dessous.
Proposition I.1.1. Soient
−→
F et
−→
G deux (ǫ, a, b)-chaˆınes d’automorphismes de Ck. On
suppose qu’il existe des applications holomorphes injectives (Tj)j>1 telles que le dia-
gramme suivant soit commutatif :
Br1
F1
//
T1

Br2
T2

F2
// . . . Brj
Fj
//
Tj

Brj+1 //
Tj+1

. . .
Bρ1
G1
// Bρ2
G2
// . . . Bρj
Gj
// Bρj+1 // . . .
ou` (rj)j>1 et (ρj)j>1 sont des suites ǫ-lentes respectivement associe´es a`
−→
F et
−→
G.
On suppose qu’il existe un entier n0 ≥ 1 tel que b+ n0ǫ < 0.
Si ‖Tj(z)− z‖ 6 Ce
jn0ǫ‖z‖2 pour z ∈ Brj et j > 1 alors T1 se prolonge a` un biholomor-
phisme T : Ω−→
F
−→ Ω−→
G
.
Nous voyons donc l’inte´reˆt de conjuguer une chaˆıne a` une chaˆıne plus simple. Notre
premier re´sultat dans cette direction est le suivant :
The´ore`me I.1.1. (Line´arisation et ordre de contact a` la partie line´aire) Soit
−→
G
une (ǫ, a, b)-chaˆıne tangente a` l’ordre p > 2 a` sa partie line´aire
−→
A et telle que pb−a < 0.
Soit ǫ0 > 0 tel que pb− a+ (p− 1)ǫ0 < 0 et b+ pǫ0 < 0. Soit τ > 0 tel que eτ ≤ 2. Si, de
plus, 0 < ǫ 6 ǫ0, alors il existe une suite pǫ-lente (ρj)j>1 et des injections holomorphes
de´finies sur Bρj , ve´rifiant
‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖
et telles que le diagramme suivant commute :
Bρ1
G1
//
T1

Bρ2
T2

G2
// . . . Bρj
Gj
//
Tj

Bρj+1 //
Tj+1

. . .
B2ρ1
A1
// B2ρ2
A2
// . . . B2ρj
Aj
// B2ρj+1 // . . .
En outre, il existe une constante C0 qui ne de´pend que de ǫ0, a et b telle que
‖Tj(z)− z‖ 6 2e
b−aC0e
j(p−1)ǫ‖z‖p; ∀z ∈ Bρj .
Il faut remarquer que lorsque k = 1 on peut prendre a = b et p = 2, la condition de
tangence est alors automatiquement satisfaite et cet e´nonce´ n’est autre que le the´ore`me
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de line´arisation de Koenigs (tout au moins dans le cas autonome). La de´monstration de
ce re´sultat consiste d’ailleurs a` exploiter au maximum la me´thode de Koenigs.
A` ce stade, on obtient imme´diatement la ge´ne´ralisation suivante d’un re´sultat de
Wold [Wol05]. Le re´sultat de Wold correspond au cas p = 2 et ǫ = 0.
The´ore`me I.1.2. Soit
−→
F une (0, a, b)-chaˆıne tangente a` l’ordre p > 2 a` sa partie
line´aire. Si pb− a < 0 alors le bassin d’attraction Ω−→
F
est biholomorphe a` Ck.
Une partie importante de notre travail est consacre´e a` ame´liorer l’ordre de contact de
−→
F avec sa partie line´aire
−→
A de fac¸on a` pouvoir utiliser le the´ore`me I.1.1. Nous reprenons
l’approche classique utilise´e par Poincare´ dans le cas autonome ce qui, dans notre cas,
nous ame`ne a` re´soudre les e´quations homologiques sur des espaces de dimension infinie.
A` cet effet, nous introduisons des espaces de Banach de chaˆınes d’endomorphimes ho-
moge`nes de degre´ p (
−→
Hp,r, ‖ · ‖p,r) qui sont associe´s a` une suite ǫ-lente r := (rj)j.
Nous de´finissons les ope´rateurs homologiques de Poincare´ associe´s a`
−→
A ∈
−→
H1,r
M−→
A,p,r
:
−→
Hp,r −→
−→
Hp,r
par :
M−→
A,p,r
(
−→
H ) := (Hj+1 ◦ Aj −Aj ◦Hj)j>1.
M−→
A,p,r
est un ope´rateur line´aire continu de´pendant continument de
−→
A .
La proposition suivante montre comment e´ventuellement ”de´barasser” le de´veloppement
de Taylor de
−→
F d’un nombre fini de termes. Par exemple, si les ope´rateurs homologiques
M−→
A,p,r
sont surjectifs, on peut prendre πk = Id et l’on voit comment conjuguer
−→
F a` une
nouvelle chaˆıne
−→
G qui pourra eˆtre tangente a` un ordre arbitrairement grand a` sa partie
line´aire.
Proposition I.1.2. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de partie line´aire
−→
A . Soit r := (rj)j≥1
une suite ǫ-lente adapte´e a`
−→
F . On suppose que, pour tout p ≥ 2, il existe un projecteur
continu πp :
−→
Hp,r →
−→
S p,r ou`
−→
S p,r est un sous-espace de l’image de M−→A,p,r.
Alors, pour tout p0 ≥ 3 et tout τ > 0 assez petit, il existe :
1. une constante C > 0
2. une (ǫ, aτ , bτ )-chaˆıne
−→
G de la forme
−→
G =
−→
A +
−−→
H(2) + · · · +
−−−−→
H(p0−1) +
−−−→
O(p0) ou`
aτ := a− (p0 − 2)τ , bτ := b+ (p0 − 2)τ et
−−→
H(k) ∈ Ker(πk) pour 2 ≤ k ≤ p0 − 1
3. une suite ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F et
−→
G telle que sj = crj ≤ rj pour tout j ≥ 1.
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4. des applications polynomiales Tj injectives sur Bsj et ve´rifiant
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−2)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bsj
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bsj
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
Il nous faut donc e´tudier la surjectivite´ des ope´rateurs M−→
A,p,r
. Comme dans le cas
autonome, l’obstruction est due a` des phe´nome`nes de re´sonnance. Nous introduisons une
notion de re´sonnances adapte´e aux chaˆınes.
De´finition I.1.3. Soit
−→
D := (Dj)j>1 ∈
−→
H1 une chaˆıne de contractions diagonales telles
que Dj = diag(e
iβl,j+λl,j ; 1 6 l 6 k) et a 6 λl,j 6 b < 0 pour tout 1 6 l 6 k et pour tout
j > 1. On note Λj := (λ1,j, . . . , λk,j).
Soit 1 6 l 6 k et α := (α1, . . . , αk) ∈ Nk. On dit que (l, α) est :
(
−→
D, ǫ)-sous-re´sonnant si et ssi
∃σ > (|α| − 1)ǫ, ∃j0 ∈ N tq
(
α.Λj − λl,j
)
6 −σ < 0; ∀j > j0.
(
−→
D, ǫ)-sur-re´sonnant si et ssi
∃σ > (|α| − 1)ǫ, ∃j0 ∈ N tq
(
α.Λj − λl,j
)
≥ σ > 0; ∀j > j0.
(
−→
D, ǫ)-re´sonnant si et ssi il n’est ni sous-re´sonnant ni sur-re´sonnant.
On dit que la chaˆıne
−→
D n’est pas (ǫ)-re´sonnante si et seulement si aucun (l, α) n’est
(
−→
D, ǫ) re´sonnant.
Le lemme suivant explique le lien entre l’absence de re´sonnances et la surjectivite´ de
M−→
A,p,r
lorsque
−→
A est proche d’une chaˆıne de contractions diagonales
−→
D .
Lemme I.1.1. Soit
−→
D ∈
−→
H1 une suite de contractions diagonales. Soit
−→
A une (ǫ, a, b)-
chaˆıne de contractions line´aires et r une suite ǫ-lente adapte´e.
1) L’ope´rateur π̂p ◦M−→D,p,r :
−→
Ĥp,r −→
−→
Ĥp,r est surjectif pour tout p > 2.
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2) Soit p > 1 fixe´. Si
−→
A est assez proche de
−→
D dans
−→
H1 alors l’ope´rateur π̂p◦M−→A,p,r :
−→
Ĥp,r −→
−→
Ĥp,r est surjectif.
Nous disposons maintenant de tous les outils pour ge´ne´raliser aux chaˆınes le the´ore`me
de line´arisation de Poincare´.
The´ore`me I.1.3. (Line´arisation de Poincare´ pour les chaˆınes) Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-
chaˆıne dont la partie line´aire
−→
T est triangulaire supe´rieure et telle que p0b−a+(p0−1)ǫ <
0 et b + p0ǫ < 0 ou` p0 est le premier entier pour lequel p0b − a < 0. Soit
−→
D la partie
diagonale de
−→
T . On suppose que
−→
D n’est pas ǫ-re´sonnante. Alors pour τ > 0 assez petit
il existe :
1. une transformation line´aire Sα :=
(
α
. . .
. . . αk
)
ou` α > 0 et une chaˆıne line´aire
−→
A α := Sα
−→
T S−1α
2. une constante C > 0
3. une suite p0ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F
4. des applications holomorphes injectives Tj de´finies sur B
α
sj
2
:= Sα(B sj
2
) telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−1)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bαsj
2
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bαsj
2
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
Sα

B s2
2
Sα

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Sα

B sj+1
2
//
Sα

. . .
Bαs1
2
Fα,1
//
T1

Bαs2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαsj
2
Fα,j
//
Tj

Bαsj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bαs1
Aα,1
// Bαs2
Aα,2
// . . . Bαsj
Aα,j
// Bαsj+1 // . . .
C’est en cherchant a` e´tablir une version du the´ore`me de Poincare´-Dulac pour les
chaˆınes que l’on comprend la difficulte´ centrale de ces proble`mes. On peut toujours
se ramener a` une chaˆıne dont la partie line´aire est triangulaire. Il suffit pour cela de
conjuguer la chaˆıne par des changements de variables unitaires qui sont obtenus par la
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factorisation QR. Cependant, lorsque l’on proce`de de cette fac¸on, on ne controˆle pas du
tout l’ordre dans lequel les (modules) des termes diagonaux sont range´s. Or, ceci est
primordial pour obtenir des automorphismes triangulaires et non de simples endomor-
phismes polynomiaux lorsque l’on se trouve en pre´sence de re´sonnances. Rappelons aussi
que les bassins d’attraction d’automorphismes non-triangulaires ne sont pas force´ment
e´gaux a` Ck.
Dans son travail [Pet07], Han Peters a e´tabli un lemme qui permet de surmonter cette
difficulte´ pour les chaˆınes qui sont obtenues par perturbation de chaˆınes constantes (voir
le lemme II.2.3). Il utilise cela pour montrer que le bassin d’attraction est biholomorphe
a` Ck. En utilisant son lemme et nos me´thodes nous obtenons une version du the´ore`me
de Poincare´-Dulac pour les chaˆınes obtenues par perturbation d’une chaˆıne constante.
C’est un re´sultat nouveau.
The´ore`me I.1.4. (Poincare´-Dulac perturbe´) Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne dont la
partie line´aire
−→
A est proche d’une chaˆıne line´aire constante (‖Aj − L‖ ≤ ν, ∀j) et telle
que p0b−a+(p0−1)ǫ < 0 et b+p0ǫ < 0 ou` p0 est le premier entier pour lequel p0b−a < 0.
Si ν est assez petit, alors pour τ > 0 assez petit il existe :
1. une transformation line´aire Sα :=
(
α
. . .
. . . αk
)
ou` α > 0
2. une constante C > 0
3. une suite p0ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F
4. des applications holomorphes injectives Tj de´finies sur B
α
sj
2
:= Sα(B sj
2
) telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−1)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bαsj
2
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bαsj
2
5. une chaˆıne d’automorphismes polynomiaux triangulaires
−→
N := (Nj)
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
Sα

B s2
2
Sα

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Sα

B sj+1
2
//
Sα

. . .
Bαs1
2
Fα,1
//
T1

Bαs2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαsj
2
Fα,j
//
Tj

Bαsj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bαs1
N1
// Bαs2
N2
// . . . Bαsj
Nj
// Bαsj+1 // . . .
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Terminons cette introduction en revenant au proble`me de savoir si le bassin d’attrac-
tion d’une chaˆıne est e´quivalent a` Ck. Nos me´thodes permettent d’e´tablir un re´sultat
qui recouvre celui de Han Peters. Nous n’utilisons que le the´ore`me de line´arisation et
ceci constitue d’ailleurs une simplification dans le cas autonome. Nous proce´dons de la
fac¸on suivante : pour simplifier nous supposons ici que k = 2. En utilisant la factorisation
QR on se rame`ne au cas ou` les parties line´aires sont triangulaires. Les logarithmes des
modules des termes diagonaux (σ1, σ2) sont dans un compact de
(
R<0
)2
. On recouvre
ce compact par un nombre fini de cellules qui sont soit ”larges” et comprises entre deux
droite de re´sonnance, soit ”fines” et entourent la trace d’une droite de re´sonnance. Notre
re´sultat est que si les (σ1, σ2) restent dans une meˆme cellule alors le bassin est biho-
lomorphe a` Ck. Lorsque la cellule est ”large” alors, par construction, il n’y a pas de
re´sonnance et on peut utiliser le the´ore`me de line´arisation puis conclure comme nous
l’avons explique´ plus haut. Lorqu’il s’agit d’une cellule ”fine” alors on peut conjuguer la
chaˆıne par une transformation line´aire bien choisie de fac¸on a` pousser les termes (σ1, σ2)
dans une cellule ”large” tout en ne faisant que transformer line´airement le bassin.
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II.1 Chaˆınes de contractions holomorphes
Dans cette section nous pre´cisons sur quel type de suites de contractions porte notre
e´tude et nous en donnons les proprie´te´s essentielles.
De´finition II.1.1. Soit ǫ ≥ 0. Une suite de re´els strictement positifs (rj)j>1 est dite
ǫ-lente si et seulement si 0 < rj ≤ 1 et 1 ≥
rj+1
rj
> e−ǫ pour tout j ≥ 1.
Nous pouvons maintenant introduire la notion de (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions holo-
morphes, ce sont les suites avec lesquelles nous travaillerons dans la suite de ce me´moire.
De´finition II.1.2. Soient a, b et ǫ des re´els tels que a < b < −ǫ 6 0. Une (ǫ, a, b)-chaˆıne
de contractions holomorphes au voisinage de l’origine de Ck est une suite (Fj)j>1 pour
laquelle il existe une suite ǫ-lente (rj)j>1 telle que :
1) Fj : Brj −→ C
k est holomorphe et Fj(0) = 0
2) ea‖z‖ 6 ‖Fj(z)‖ 6 eb‖z‖ pour tout z ∈ Brj .
On note
−→
F une telle suite (Fj)j>1.
On dit que (rj)j>1 est une ǫ-suite compatible avec
−→
F .
Dans toute la suite on dira plus simplement que
−→
F est une (ǫ, a, b)-chaˆıne de contrac-
tions holomorphes. La proposition suivante de´coule imme´diatement de la de´finition (on
observera que ebrj 6 e
ǫ+brj+1 et ǫ+ b < 0).
Proposition II.1.1. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions holomorphes et (rj)j>1
une ǫ-suite compatible avec
−→
F . Alors :
1) Fj(Brj ) ⊂ Brj+1, pour tout j > 1
2) toute suite de la forme (σrj)j>1, ou` 1 > σ > 0 est e´galement ǫ-lente compatible
avec
−→
F .
La premie`re assertion de la proposition ci-dessus montre que l’on peut ite´rer les Fj
ce qui justifie l’appellation de ”chaˆıne”. Nous adoptons les notations suivantes :
De´finition II.1.3. Pour toute (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions
−→
F et tout n ∈ N∗ on pose
−→
F n := Fn ◦ Fn−1 ◦ . . . ◦ F1.
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Si
−→
F est une (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions et (rj)j une suite ǫ-lente adapte´e alors
−→
F n est de´finie sur Br1 pour tout entier n. On notera que l’inte´reˆt des (ǫ, a, b)-chaˆınes est
que l’image de l’application compose´e
−→
F n est de diame`tre tre`s petit (infe´rieur a` r1e
nb)
devant rn+1 (qui est plus grand que e
−nǫr1).
La partie line´aire d’une (ǫ, a, b)-chaˆıne
−→
F est la (ǫ, a, b)-chaˆıne de contractions line´aires
−→
A = (Aj)j>1 de´finie par Aj = F
′
j(0). Puisque ‖Aj(z)‖ = lim
t−→0
‖
Fj(tz)
t
‖, on voit que
ea‖z‖ 6 ‖Aj(z)‖ 6 e
b‖z‖ pour tout z ∈ Ck.
La notation
−→
F =
−→
G +
−−→
O(p) signifie que les termes des de´veloppements de Taylor de
Fj − Gj sont de degre´ plus grand ou e´gal a` p, on dira dans ce cas que
−→
F et
−→
G sont
tangentes a` l’ordre p.
Lorsque les applications Fj sont de´finies sur tout C
k on parlera de (ǫ, a, b)-chaˆıne
d’endomorphismes. La de´finition formelle est la suivante :
De´finition II.1.4. Soient a, b et ǫ des re´els tels que a < b < −ǫ 6 0. Une (ǫ, a, b)-chaˆıne
d’endomorphismes holomorphes de Ck est une suite (Fj)j>1telle que :
1) Fj : C
k −→ Ck est holomorphe et Fj(0) = 0
2) il existe une suite ǫ-lente (rj)j>1 telle que e
a‖z‖ 6 ‖Fj(z)‖ 6 eb‖z‖ pour tout
z ∈ Brj .
On note
−→
F une telle suite (Fj)j>1.
On dit que (rj)j>1 est une ǫ-suite compatible avec
−→
F .
II.2 Normalisation de chaˆınes de contractions
II.2.1 Ordre de contact a` la partie line´aire et line´arisabilite´
Dans la perspective d’e´tendre aux chaˆınes de contractions holomorphes le the´ore`me
de line´arisation de Poincare´, nous e´tablissons dans cette partie le the´ore`me suivant.
The´ore`me II.2.1. Soit
−→
G une (ǫ, a, b)-chaˆıne tangente a` l’ordre p > 2 a` sa partie
line´aire
−→
A et telle que pb−a < 0. Soit ǫ0 > 0 tel que pb−a+(p−1)ǫ0 < 0 et b+pǫ0 < 0.
Soit τ > 0 tel que eτ ≤ 2. Si, de plus, 0 < ǫ 6 ǫ0, alors il existe une suite pǫ-lente (ρj)j>1
et des injections holomorphes de´finies sur Bρj , ve´rifiant
‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖
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et telles que le diagramme suivant commute :
Bρ1
G1
//
T1

Bρ2
T2

G2
// . . . Bρj
Gj
//
Tj

Bρj+1 //
Tj+1

. . .
B2ρ1
A1
// B2ρ2
A2
// . . . B2ρj
Aj
// B2ρj+1 // . . .
En outre, il existe une constante C0 qui ne de´pend que de ǫ0, a et b telle que
‖Tj(z)− z‖ 6 2e
b−aC0e
j(p−1)ǫ‖z‖p; ∀z ∈ Bρj .
Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme II.2.1. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne,
−→
A sa partie line´aire et
−→
Hk sa partie ho-
moge`ne de degre´ k. Soit (rj)j>1 une suite ǫ-lente compatible avec
−→
F . Alors
‖Hkj (z)‖ 6 e
b(rj)
1−k‖z‖k; ∀z ∈ Ck, ∀k > 1
et
‖Fj(z)− Aj(z)‖ 6 2
eb
rj
‖z‖2 pour tout z ∈ B rj
2
.
Plus ge´ne´ralement, si
−→
F =
−→
A +
−−→
O(p) on a
‖Fj(z)− Aj(z)‖ 6 2
eb
(rj)p−1
‖z‖p pour tout z ∈ B rj
2
.
De´monstration. E´crivons Fj sous la forme Fj =
∑
q>1
Hqj ou`H
q
j de´signe la partie homoge`ne
de degre´ q dans le de´veloppement de Taylor de Fj a` l’origine (H
1
j = Aj).
Pour tout k > 1, tout z 6= 0 et tout θ ∈ R on a :
e−ikθFj(rje
iθ z
‖z‖
) =
∑
q>1
Hqj (z)(
rj
‖z‖
)qei(q−k)θ
d’ou` :
1
2π
∫ 2π
0
e−ikθFj(rje
iθ z
‖z‖
)dθ = (
rj
‖z‖
)kHkj (z).
Or, puisque ‖Fj(rjeiθ
z
‖z‖
)‖ 6 ebrj, cela entraˆıne que :
‖Hkj (z)‖ 6 e
b(rj)
1−k‖z‖k; ∀z ∈ Ck, ∀k > 1.
Il vient alors, si z ∈ B rj
2
:
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‖Fj(z)−Aj(z)‖ 6
∑
q>2
eb(rj)
1−q(
rj
2
)q−2‖z‖2
6
2eb
rj
‖z‖2.
Si Fj = Aj +Oj(p) alors Fj = Aj +
∑
q>p
Hqj et l’on trouve :
‖Fj(z)− Aj(z)‖ 6
∑
q>p
eb(rj)
1−q(
rj
2
)q−p‖z‖p
6
2eb
rp−1j
‖z‖p.
Nous passons maintenant a` la preuve du the´ore`me II.2.1.
De´monstration. Soit r := (rj)j une suite ǫ-lente adapte´e a`
−→
F , quitte a` la remplacer par
(eτ − 1)r on peut supposer rj ≤ eτ − 1 pour tout j ≥ 1. Posons Mj := (rj)1−p, γ := epb−a
et σ0 := pb− a + (p− 1)ǫ0.
Pour tout j > 1 et tout n > 0 on de´finit
−→
G j,n : Brj −→ Brj+n par :
−→
G j,0 := Id
−→
G j,n := Gj+n−1 ◦Gj+n−2 ◦ . . . ◦Gj.
On observera que
−→
G 1,n =
−→
Gn et
−→
G j,1 = Gj.
De la meˆme fac¸on, on de´finit
−→
A j,n : Brj −→ Brj+n par :
−→
A j,0 := Id
−→
A j,n := Aj+n−1 ◦ Aj+n−2 ◦ . . . ◦ Aj .
On pose alors
Tj,n := (
−→
A j,n)
−1 ◦
−→
G j,n.
Nous allons montrer que Tj,n converge uniforme´ment vers une limite Tj lorsque n −→
∞ sur B rj
2
. Pour cela nous e´tablissons les estimations suivantes par re´currence sur n :
(Pn) : ‖Tj,n+1(z)− Tj,n(z)‖ 6 2e
b−aMj+nγ
n‖z‖p sur B rj
2
; ∀j > 1.
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D’apre`s le lemme II.2.1 on a :
‖Gj(z)− Aj(z)‖ 6 2
eb
(rj)p−1
‖z‖p, pour tout z ∈ B rj
2
.
On en de´duit que ‖A−1j ◦ Gj(z) − z‖ 6 2
eb−a
(rj)p−1
‖z‖p pour tout z ∈ B rj
2
; c’est la
majoration (P0).
Supposons maintenant (Pn) satisfaite. Soit z ∈ B rj
2
. Puisqu’alors Gj(z) ∈ B rj+1
2
(la
suite (
rj
2
)j est ǫ-lente et compatible avec
−→
G), on peut appliquer (Pn) a` Gj(z). Cela donne :
‖Tj+1,n+1(Gj(z))− Tj+1,n(Gj(z))‖ 6 2e
b−aMj+1+nγ
n‖Gj(z)‖
p
et, comme ‖Gj(z)‖ 6 e
b‖z‖,
‖Tj+1,n+1(Gj(z))− Tj+1,n(Gj(z))‖ 6 2e
bMj+1+nγ
n+1‖z‖p. (1)
Observons que :
A−1j ◦ Tj+1,m ◦Gj = A
−1
j ◦ (
−→
A j+1,m)
−1 ◦
−→
G j+1,m ◦Gj
= (
−→
A j,m+1)
−1 ◦
−→
G j,m+1
= Tj,m+1.
En composant (1) avec A−1j on obtient donc
‖Tj,n+2(z)− Tj,n+1(z)‖ 6 2e
b−aMj+n+1γ
n+1‖z‖p pour z ∈ B rj
2
.
C’est l’estimation (Pn+1).
Comme Mj = r
1−p
j , on a Mj+n 6 e
n(p−1)ǫMj et l’estimation (Pn) devient
‖Tj,n+1(z)− Tj,n(z)‖ 6 2e
b−aMje
nσ0‖z‖p pour z ∈ B rj
2
.
Alors, puisque par hypothe`se σ0 < 0, on voit que Tj,n converge uniforme´ment vers Tj :=
∞∑
n=0
(Tj,n+1 − Tj,n) + Id sur B rj
2
et que
‖Tj(z)− z‖ 6 2e
b−aMjC0‖z‖
p; ∀z ∈ B rj
2
. (2)
ou` C0 :=
∞∑
n=0
enσ0 =
1
1− eσ0
.
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Posons maintenant ρj :=
rj
2eb−aMjC0
=
rpj
2eb−aC0
.
La suite (ρj)j>1 est pǫ-lente et ve´rifie ρj 6
rj
2
, comme pǫ+ b < 0 elle est compatible avec
−→
G . Pour tout z ∈ Bρj , on de´duit de (2) que
‖Tj(z)‖ 6 ‖z‖
(
1 + 2eb−aMjC0ρ
p−1
j
)
6 ‖z‖
(
1 +
rj
ρj
ρp−1j
)
6 ‖z‖
(
1 + rjρ
p−2
j
)
6 (1 + rj)‖z‖
6 eτ‖z‖
ce qui montre en particulier que Tj(Bρj) ⊂ B2ρj .
Puisque Mj = (rj)
1−p et (rj) est ǫ-lente, l’estimation (2) peut s’e´crire :
‖Tj(z)− z‖ 6 2e
b−aC0e
j(p−1)ǫ‖z‖p; ∀z ∈ Bρj . (3)
Comme nous l’avons de´ja` observe´ on a A−1j ◦Tj+1,n◦Gj = Tj,n+1 c’est a` dire Tj+1,n◦Gj =
Aj ◦ Tj,n+1. En passant a` la limite sur n il vient donc
Tj+1 ◦Gj = Aj ◦ Tj.
Il reste a` voir qu’il existe une constante ”universelle” K ≥ 1 telle que les Tj sont injectives
sur B ρj
K
. On obtiendra alors l’e´nonce´ en remplac¸ant ρj par
ρj
K
.
Ceci fait l’objet du lemme II.2.2.
Lemme II.2.2. Il existe une constante K ≥ 1 telle que pour tout ρ > 0 et toute appli-
cation holomorphe T telle que T (0) = 0, T ′(0) = Id et T (Bρ) ⊂ B2ρ soit injective sur
B ρ
K
.
De´monstration. Conside´rons la famille
V := {V : B1 → B3| V est holomorphe, V (0) = 0 et V
′(0) = 0}.
En utilisant les ine´galite´s de Cauchy et la formule des accroissements finis on voit qu’il
existe une constante K ≥ 1 telle que
‖V (z)− V (z′)‖ ≤
1
2
‖z − z′‖ pour tout V ∈ V et tout z, z′ ∈ B 1
K
.
Posons U := T − Id et V (z) := 1
ρ
U(ρz). Puisque par construction V ∈ V, on a ‖V (z)−
V (z′)‖ ≤ 1
2
‖z − z′‖ pour tout z, z′ ∈ B 1
K
. Il s’ensuit que ‖U(z) − U(z′)‖ ≤ 1
2
‖z − z′‖
pour tout z, z′ ∈ B ρ
K
. Supposons que z, z′ ∈ B ρ
K
et T (z) = T (z′), alors ‖z − z′‖ =
‖U(z)− U(z′)‖ ≤ 1
2
‖z − z′‖ si bien que z = z′. L’ application T est injective sur B ρ
K
.
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II.2.2 Ame´lioration de l’ordre de contact a` la partie line´aire
II.2.2.1 E´quations homologiques pour les chaˆınes
On munit Ck d’une norme ‖.‖ et d’une base (e1, . . . , ek). Pour tout entier p > 1, on
conside`re l’espace vectoriel
Hp(C
k) := {H : Ck −→ Ck tel que H est p-homoge`ne et holomorphe}.
Les e´le´ments de Hp(Ck) sont les endomorphismes holomorphes de Ck dont les coor-
donne´es sont des polynoˆmes homoge`nes de degre´ p. L’espace Hp(Ck) est de dimension
finie, on le norme par
‖H‖p := sup
‖z‖=1
‖H(z)‖
de sorte que
‖H(z)‖ 6 ‖H‖p‖z‖
p, ∀H ∈ Hp(C
k), ∀z ∈ Ck
et
1
r
supz∈Br‖H(z)‖ =
1
r
supz∈B1‖H(rz)‖ = r
p−1‖H‖p, ∀H ∈ Hp(C
k).
E´tant donne´e une suite ǫ-lente r := (rj)j , nous de´finissons un espace de Banach de
chaˆınes d’endomorphimes homoge`nes dans lequel nous allons travailler.
De´finition II.2.1. A toute suite ǫ-lente r := (rj)j on associe l’espace de Banach (
−→
Hp,r, ‖·
‖p,r) de´fini par
−→
Hp,r := {
−→
H := (Hj)j>1/Hj ∈ Hp(C
k) et sup
j≥1
rp−1j ‖Hj‖p <∞}
‖
−→
H‖p,r := sup
j>1
rp−1j ‖Hj‖p.
On notera que si
−→
H := (Hj)j>1 ∈
−→
Hp,r alors ‖Hj(z)‖ ≤ r
1−p
j ‖z‖
p‖
−→
H‖p,r pour tout
j ≥ 1 et tout z ∈ Ck.
Observons que
−→
H = (Aj)j ∈
−→
H1,r si et seulement si lesAj sont line´aires et sup
j≥1
‖Aj‖1 <
∞ de sorte que l’on notera
−→
H1 et ‖ · ‖1 plutoˆt que
−→
H1,r et ‖ · ‖1,r.
Nous de´finissons maintenant les ope´rateurs homologiques de Poincare´ associe´s a`
−→
A ∈
−→
H1.
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De´finition II.2.2. Pour tout
−→
A ∈
−→
H1, on de´finit des ope´rateurs line´aires continus
M−→
A,p,r
:
−→
Hp,r −→
−→
Hp,r par :
M−→
A,p,r
(
−→
H ) := (Hj+1 ◦ Aj −Aj ◦Hj)j>1.
On dit que M−→
A,p,r
est l’ope´rateur homologique de Poincare´ induit par
−→
A sur
−→
Hp,r.
La continuite´ de M−→
A,p,r
re´sulte imme´diatement de la majoration
‖M−→
A,p,r
(
−→
H )‖p,r ≤
(
1 + e(p−1)ǫ‖
−→
A‖p−11
)
‖
−→
A‖1‖
−→
H‖p,r.
Il est utile d’observer que M−→
A,p,r
de´pend continument de
−→
A , ceci fait l’objet du
lemme suivant.
Lemme II.2.3. L’application
−→
A −→M−→
A,p,r
est continue de (
−→
H1, ‖.‖1) dans (Lc(
−→
Hp,r), ‖.‖p,r).
De´monstration. Nous devons e´valuer la quantite´
−→
∆ :=M−→
A+−→a ,p,r
(
−→
H )−M−→
A,p,r
(
−→
H )
ou` l’on peut supposer que ‖−→a ‖1 est tre`s petit devant R := 1 + ‖
−→
A‖1. Posons ǫj :=
Hj+1 ◦ (Aj + aj)−Hj+1 ◦ Aj , de sorte que ∆j = ǫj − aj ◦Hj.
Des ine´galite´s de Cauchy on tire, pour ‖z‖ ≤ 1 :
‖ǫj(z)‖ ≤ CSup‖u‖≤2R‖Hj+1(u)‖‖
−→a ‖1 ≤ C(rj+1)
1−p
(
2R
)p
‖
−→
H‖p,r‖
−→a ‖1
≤ e(p−1)ǫC(rj)
1−p
(
2R
)p
‖
−→
H‖p,r‖
−→a ‖1.
Par ailleurs, toujours pour ‖z‖ ≤ 1, on a :
‖aj ◦Hj(z)‖ ≤ (rj)
1−p‖
−→
H‖p,r‖
−→a ‖1.
Il vient donc
‖
−→
∆‖p,r = Supjr
(p−1)
j ‖∆j‖p ≤
(
C(2R)pe(p−1)ǫ + 1
)
‖
−→
H‖p,r‖
−→a ‖1
ce qui montre que
|‖M−→
A+−→a ,p,r
−M−→
A,p,r
‖| ≤
(
C(2R)pe(p−1)ǫ + 1
)
‖−→a ‖1.
Remarque II.2.1. Si ρ est une suite ǫ-lente de la forme (crj)j ou` 0 < c < 1 alors
−→
Hp,r =
−→
Hp,ρ et les normes ‖ ‖p,r et ‖ ‖p,ρ sont clairement e´quivalentes sur cet espace. De
meˆme, les ope´rateurs M−→
A,p,r
et M−→
A,p,ρ
sont e´gaux.
Si l’on remplace la norme ‖ ‖ de Ck par une norme ‖ ‖τ alors les normes correspondantes
‖ ‖p,r, ‖ ‖τp,r sur l’espace
−→
Hp,r sont e´quivalentes.
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II.2.2.2 Ame´lioration de l’ordre de contact et re´solution des e´quations homolo-
giques
Le lemme suivant montre par quel me´canisme on peut e´ventuellement ”de´barasser”
le de´veloppement de Taylor de
−→
F d’un nombre fini de termes.
Lemme II.2.4. Soit p ≥ 2. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de la forme
−→
F =
−−→
Pp−1 +
−−→
O(p)
ou`
−−→
Pp−1 est polynomiale de degre´ au plus (p−1). Soit r := (rj)j une suite ǫ-lente adapte´e
et
−→
A la partie line´aire de
−→
F .
On suppose qu’il existe un projecteur continu πp :
−→
Hp,r →
−→
S p,r ou`
−→
S p,r est un sous-
espace de l’image de M−→
A,p,r
.
Alors pour τ > 0 assez petit (0 < τ < −(ǫ+ b) et eτ ≤ 2), il existe :
1. une constante C > 0
2. une (ǫ, a − τ, b + τ)-chaˆıne
−→
G de la forme
−→
G =
−−→
Pp−1 +
−→
Pp +
−−−−−→
O(p+ 1) avec
−→
Pp ∈
Ker
(
πp
)
3. une suite ǫ-lente (sj) adapte´e a`
−→
F et
−→
G de la forme sj = c.rj ou` 0 < c < 1
4. des applications holomorphes injectives Tj de´finies sur Bsj et ve´rifiant
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p−1)ǫ‖z‖p; ∀z ∈ Ck
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bsj
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
De´monstration. Par hypothe`se
−→
F peut s’e´crire sous la forme
−→
F =
−−→
Pp−1 +
∑
q>p
−→
H q
ou`
−→
H q := (Hqj )j>1 et H
q
j ∈ Hq(C
k).
Ve´rifions que
−→
H :=
−→
H p ∈
−→
Hp,r. On a vu au lemme II.2.1 que
‖Hpj (z)‖ ≤ e
br1−pj ‖z‖
p; ∀z ∈ Ck, ∀j ≥ 1
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ce qui entraine que
−→
H ∈
−→
Hp,r et ‖
−→
H‖p,r ≤ eb.
Conside´rons l’ope´rateur continu
π˜p ◦M−→A,p,r :
−→
Hp,r/Ker
(
πp ◦M−→A,p,r
)
−→
−→
S p,r
induit par πp ◦M−→A,p,r sur l’espace quotient
−→
Hp,r/Ker
(
πp ◦M−→A,p,r
)
. Cet ope´rateur est
bijectif et, en vertu du the´ore`me de l’application ouverte, posse`de un inverse continu(
π˜p ◦M−→A,p,r
)−1
.
Fixons une constanteM1 strictement supe´rieure a` la norme de l’ope´rateur
(
π˜p ◦M−→A,p,r
)−1
.
Il existe alors
−→
S ∈
−→
Hp,r tel que πp ◦M−→A,p,r(
−→
S ) = −πp
(−→
H
)
, c’est a` dire :
−→
H +M−→
A,p,r
(
−→
S ) ∈ Ker
(
πp
)
et
‖
−→
S ‖p,r ≤M1‖
−→
H‖p,r ≤M1e
b. (II.1)
Posons
−→
T =
−→
Id+
−→
S et fixons N > 0 assez grand pour que
M1e
be−2(p−1)N < e−N (II.2)
1 + e−N
1− e−N
≤ eτ . (II.3)
Puisque ‖Tj(z)− z‖ = ‖Sj(z)‖ ≤ r
1−p
j ‖
−→
S ‖p,r‖z‖p on de´duit de (II.1) et (II.2) que
‖Tj(z)− z‖ ≤ e
−N‖z‖, pour ‖z‖ ≤ e−2Nrj. (II.4)
Il s’ensuit en particulier que Tj(Be−2N rj) ⊂ B2e−2N rj . Puis, en vertu du lemme II.2.2, que
Tj est injective sur B e−2Nrj
K
pour une constante K ≥ 1 ”universelle”.
Posons ρj :=
e−2Nrj
K
et sj := (1 − e−N)ρj . Compte tenu de (II.4) on voit que
Tj(Bρj ) ⊃ Bsj . Ainsi T
−1
j est bien de´finie sur Bsj et
T−1j : Bsj −→ Bρj . (II.5)
Les estimations suivantes de´coulent alors imme´diatement de (II.4) et (II.5) :
(1− e−N )‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ (1 + e
−N )‖z‖ sur Bρj (II.6)
(1 + e−N)−1‖z‖ ≤ ‖T−1j (z)‖ ≤ (1− e
−N)−1‖z‖ sur Bsj . (II.7)
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Comme Tj+1 est de´finie sur Bρj+1 et e
bρj ≤ eb+ǫρj+1 ≤ ρj+1 on voit, en tenant compte
de (II.5), que Gj := Tj+1 ◦ Fj ◦ T
−1
j est bien de´finie sur Bsj .
On de´duit imme´diatement de (II.6) et (II.7) que
1− e−N
1 + e−N
ea‖z‖ ≤ ‖Gj(z)‖ ≤
1 + e−N
1− e−N
eb‖z‖ sur Bsj
c’est a` dire, compte tenu de (II.3), que
ea−τ‖z‖ ≤ ‖Gj(z)‖ ≤ e
b+τ‖z‖ sur Bsj .
Observons e´galement qu’en vertu de (II.6), Tj(B sj
2
) ⊂ Bsj . Nous avons donc construit
une (ǫ, a− τ, b+ τ)-chaˆıne
−→
G pour laquelle (sj)j est une suite ǫ-lente adapte´e et telle que
le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
En outre :
‖Tj(z)− z‖ ≤ r
1−p
j ‖
−→
S ‖p,r‖z‖p
≤ r1−pj M1e
b‖z‖p
≤ M1e
j(p−1)ǫ‖z‖p.
Il reste a` voir que
−→
G −
−−→
Pp−1 =
−→
Pp +
−−−−−→
O(p+ 1) avec
−→
Pp ∈ Ker
(
πp
)
. Cela re´sulte du
calcul classique suivant ou` l’on note :
(
Pj
)
j
=
−→
P :=
−−→
Pp−1 −
−→
A .
Gj = (Id+ Sj+1) ◦ (Aj + Pj +Hj + . . . ) ◦ (Id+ Sj)
−1
= (Id+ Sj+1) ◦ (Aj + Pj +Hj + . . . ) ◦ (Id− Sj + . . .)
= (Id+ Sj+1) ◦ (Aj + Pj − Aj ◦ Sj +Hj + . . .)
= Aj + Pj + [Hj + Sj+1 ◦ Aj − Aj ◦ Sj ] + . . .
qui montre que
−→
G −
−−→
Pp−1 = (
−→
H +M−→
A,p,r
(
−→
S )) +
−−−−−→
O(p+ 1).
Remarque II.2.2. On notera que les ”changements de variables” Tj sont de la forme
Tj = Id+ Sj ou` M−→A,p,r(
−→
S ) = −
−→
H .
En utilisant successivement le lemme II.2.4 pour p = 2, · · ·, p = p0 − 1, on obtient la
proposition suivante.
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Proposition II.2.1. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de partie line´aire
−→
A . Soit r := (rj)j≥1
une suite ǫ-lente adapte´e a`
−→
F . On suppose que, pour tout p ≥ 2, il existe un projecteur
continu πp :
−→
Hp,r →
−→
S p,r ou`
−→
S p,r est un sous-espace de l’image de M−→A,p,r.
Alors, pour tout p0 ≥ 3 et tout τ > 0 assez petit, il existe :
1. une constante C > 0
2. une (ǫ, aτ , bτ )-chaˆıne
−→
G de la forme
−→
G =
−→
A +
−−→
H(2) + · · · +
−−−−→
H(p0−1) +
−−−→
O(p0) ou`
aτ := a− (p0 − 2)τ , bτ := b+ (p0 − 2)τ et
−−→
H(k) ∈ Ker(πk) pour 2 ≤ k ≤ p0 − 1
3. une suite ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F et
−→
G telle que sj = crj ≤ rj pour tout j ≥ 1.
4. des applications polynomiales Tj injectives sur Bsj et ve´rifiant
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−2)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bsj
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bsj
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
De´monstration. Soit τ0 > 0 tel que e
τ0 ≤ 2 et assez petit pour que le lemme II.2.4 puisse
eˆtre applique´ avec τ ≤ τ0 pour 2 ≤ p ≤ p0. On proce`de par re´currence sur p0 ≥ 3. Pour
p0 = 3 il suffit d’appliquer le lemme II.2.4 avec p = 2. Supposons la proposition vraie
pour p0 > 3 et τ ≤ τ0. On a alors le diagramme suivant
B ρ1
2
F1
//
T1

B ρ2
2
T2

F2
// . . . B ρj
2
Fj
//
Tj

B ρj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bρ1
Γ1
// Bρ2
Γ2
// . . . Bρj
Γj
// Bρj+1 // . . .
ou` ρj = c1rj ≤ rj ,
−→
Γ est une (ǫ, a− (p0 − 2)τ, b+ (p0 − 2)τ)-chaˆıne de la forme
−→
Γ =
−→
A +
−−→
H(2) + · · ·+
−−−−→
H(p0−1) +
−−−→
O(p0)
telle que
−−→
H(k) ∈ Ker(πk) pour 2 ≤ k ≤ p0− 1 et les injections Tj ve´rifient ‖Tj(z)− z‖ ≤
C1e
j(p0−2)ǫ‖z‖2 et e
−τ
2 ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ
2 ‖z‖ pour tout z ∈ Bρj (on a applique´ la
proposition pour p0 et
τ
2
).
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Appliquons le lemme II.2.4 a` la chaˆıne
−→
Γ (les ope´rateurs M−→
A,p0,ρ
et M−→
A,p0,r
sont
e´gaux ; cf. remarque II.2.1). On obtient le diagramme
B s′
1
2
Γ1
//
T ′1

B s′
2
2
T ′2

Γ2
// . . . B s′j
2
Γj
//
T ′j

B s′
j+1
2
//
T ′j+1

. . .
Bs′
1
G1
// Bs′
2
G2
// . . . Bs′
j
Gj
// Bs′
j+1
// . . .
ou` s′j = c2ρj ≤ ρj ,
−→
G est une (ǫ, a− (p0 − 1)τ, b+ (p0 − 1)τ)-chaˆıne de la forme
−→
G =
−→
A +
−−→
H(2) + · · ·+
−−−→
H(p0) +
−−−−−−→
O(p0 + 1)
telle que
−−→
H(k) ∈ Ker(πk) pour 2 ≤ k ≤ p0 et les injections T ′j ve´rifient ‖T
′
j (z) − z‖ ≤
C2e
j(p0−1)ǫ‖z‖2 et e
−τ
2 ‖z‖ ≤ ‖T ′j (z)‖ ≤ e
τ
2 ‖z‖ pour tout z ∈ Bs′j (on a applique´ le lemme
pour p0 et
τ
2
).
Posons sj = e
−τ
2 s′j , puisqu’alors e
τ
2
s′j
2
≤ 1
2
eτ ≤ sj on ve´rifie que le diagramme suivant
commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
B s′
1
2
Γ1
//
T ′
1

B s′
2
2
T ′
2

Γ2
// . . . B s′j
2
Γj
//
T ′j

B s′
j+1
2
//
T ′j+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
Il suffit donc pour finir de poser Tj := T ′j ◦ Tj . Ve´rifions les estimations annonce´es.
Pour tout z ∈ B sj
2
on a :
e−τ‖z‖ ≤ e
−τ
2 ‖Tj(z)‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ
2 ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖
et,
‖Tj(z)− z‖ ≤ ‖T ′j (Tj(z))− Tj(z)‖+ ‖Tj(z)− z‖
≤ C2ej(p0−1)ǫ‖Tj(z)‖2 + C1ej(p0−2)ǫ‖z‖2
≤ C2e
j(p0−1)ǫeτ‖z‖2 + C1e
j(p0−1)ǫ‖z‖2
≤ (2C2 + C1)e
j(p0−1)ǫ‖z‖2
Dans le cas ou` les ope´rateurs homologiques sont surjectifs, on peut prendre
−→
S p,r =
−→
Hp,r et πp = Id. La proposition II.2.1 devient alors :
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Proposition II.2.2. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de partie line´aire
−→
A . Soit r := (rj)j≥1
une suite ǫ-lente adapte´e a`
−→
F . On suppose que les ope´rateurs homologiques M−→
A,p,r
sont
surjectifs pour 2 ≤ p. Alors, pour tout p0 ≥ 3 et tout τ > 0 assez petit, il existe :
1. une constante C > 0
2. une (ǫ, aτ , bτ )-chaˆıne
−→
G tangente a` l’ordre p0 a`
−→
A ou` aτ := a − (p0 − 2)τ et
bτ := b+ (p0 − 2)τ
3. une suite ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F et
−→
G telle que sj = crj ≤ rj pour tout j ≥ 1
4. des applications polynomiales Tj injectives sur Bsj et ve´rifiant
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−2)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bsj
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bsj
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
T1

B s2
2
T2

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Tj

B sj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bs1
G1
// Bs2
G2
// . . . Bsj
Gj
// Bsj+1 // . . .
II.2.2.3 Re´sonnances et re´solution des e´quations homologiques
Nous allons maintenant pre´ciser une notion de re´sonnance. Comme celle-ci est des-
tine´e a` e´tudier la surjectivite´ des ope´rateurs M−→
A,p,r
, la lenteur ǫ de la suite r apparaˆıt
dans la de´finition.
De´finition II.2.3. Soit
−→
D := (Dj)j>1 ∈
−→
H1 une chaˆıne de contractions diagonales telles
que Dj = diag(e
iβl,j+λl,j ; 1 6 l 6 k) et a 6 λl,j 6 b < 0 pour tout 1 6 l 6 k et pour tout
j > 1. On note Λj := (λ1,j, . . . , λk,j).
Soit 1 6 l 6 k et α := (α1, . . . , αk) ∈ Nk. On dit que (l, α) est :
(
−→
D, ǫ)-sous-re´sonnant si et ssi
∃σ > (|α| − 1)ǫ, ∃j0 ∈ N tq
(
α.Λj − λl,j
)
6 −σ < 0; ∀j > j0.
(
−→
D, ǫ)-sur-re´sonnant si et ssi
∃σ > (|α| − 1)ǫ, ∃j0 ∈ N tq
(
α.Λj − λl,j
)
≥ σ > 0; ∀j > j0.
(
−→
D, ǫ)-re´sonnant si et ssi il n’est ni sous-re´sonnant ni sur-re´sonnant.
On dit que la chaˆıne
−→
D n’est pas (ǫ)-re´sonnante si et seulement si aucun (l, α) n’est
(
−→
D, ǫ)-re´sonnant.
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Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite´, on parlera de re´sonnance sans re´fe´rer a` (
−→
D, ǫ).
Soit Ĥp(C
k) le sous-espace vectoriel de Hp(C
k) engendre´ par les applications mono-
miales de la forme zαel telles que (l, α) soit sous-re´sonnant ou sur-re´sonnant (c’est a` dire
ne soit pas re´sonnant) :
Ĥp(C
k) := V ect{zαel / (l, α) non-re´sonnant et |α| = p}.
Lemme II.2.5. Pour p >
a
b
+ 1 on a Ĥp(C
k) = Hp(C
k) et, plus pre´cise´ment, tous les
(l, α) tels que |α| ≥
a
b
+ 1 sont sous-re´sonnants.
De´monstration. Soit α := (α1, . . . , αk) ∈ Nk et telle que |α| ≥
a
b
+1. Il suffit de montrer
que pour tout 1 6 l 6 k, (l, α) est sous-re´sonnant. Comme a 6 λl,j 6 b < 0 pour tout
1 6 l 6 k et pour tout j > 1 on a :
α.Λj − λl,j = (α1λ1,j + . . .+ αkλk,j)− λl,j
6 (α1b+ . . .+ αkb)− a
6 |α|b− a
6 (
a
b
+ 1)b− a = b < 0
ce qui montre que (l, α) est sous-re´sonnant.
Soit
−→
Ĥp,r le sous-espace de
−→
Hp,r dont les e´le´ments
−→
H = (Hj)j sont tels que Hj ∈
Ĥp(C
k) pour tout j ≥ 1. C’est un sous espace vectoriel ferme´ de
−→
Hp,r et donc
(−→
Ĥp,r, ‖ ‖p,r
)
est un espace de Banach.
On note π̂p : Hp(Ck) −→ Ĥp(Ck) la projection canonique et, de la meˆme fac¸on, la pro-
jection induite sur
−→
Hp,r. On voit facilement que π̂p :
−→
Hp,r −→
−→
Ĥp,r est continu.
Le lemme suivant explique le lien entre l’absence de re´sonnances et la surjectivite´ de
M−→
A,p,r
.
Lemme II.2.6. Soit
−→
D ∈
−→
H1 une suite de contractions diagonales. Soit
−→
A une (ǫ, a, b)-
chaˆıne de contractions line´aires et r une suite ǫ-lente adapte´e.
1) L’ope´rateur π̂p ◦M−→D,p,r :
−→
Ĥp,r −→
−→
Ĥp,r est surjectif pour tout p > 2.
2) Soit p > 1 fixe´. Si
−→
A est assez proche de
−→
D dans
−→
H1 alors l’ope´rateur π̂p◦M−→A,p,r :
−→
Ĥp,r −→
−→
Ĥp,r est surjectif.
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De´monstration. 1) Tout e´le´ment de
−→
Ĥp,r peut s’e´crire comme une somme finie d’e´le´ments
de la forme
−→
H := (Hj)j>1 ou` Hj = ajz
αel avec aj ∈ C, (l, α) non re´sonnant et |α| = p.
Il suffit donc de montrer qu’un tel
−→
H admet un ante´ce´dent par M−→
D,p,r
dans
−→
Ĥp,r.
Notons que |aj| ≤ r
1−p
j ‖
−→
H‖p,r pour tout j > 1.
Supposons d’abord que (l, α) soit sous-re´sonnant et posons
−→
Q := (Qj)j>1 ou`
Qj := D
−1
j ◦Hj +
∑
n>1
D−1j ◦ . . . ◦D
−1
j+n ◦Hj+n ◦Dj+n−1 ◦ . . . ◦Dj .
On ve´rifie facilement que
−→
Q ainsi de´fini est une solution formelle de l’e´quation
M−→
D,p,r
(−
−→
Q ) =
−→
H . Il faut donc s’assurer que
−→
Q est bien de´fini et appartient a`
−→
Ĥp,r.
Il est clair que Qj est de la forme Qj = bjz
αel ou` bj est donne´ par :
bj = e
−λl,jeiθj,0aj +
∑
n>1
aj+ne
iθj,ne−(λl,j+...+λl,j+n)eα.(Λj+...+Λj+n−1).
et θj,n ∈ R.
Il suffit donc pour montrer que
−→
Q ∈
−→
Ĥp,r d’estimer la se´rie ci-dessus et de voir qu’il
existe une constante C > 0, inde´pendante de j, telle que r
(p−1)
j |bj| ≤ C‖
−→
H‖p,r pour
j > j0.
Or,
r
(p−1)
j |bj | ≤ r
(p−1)
j e
−a|aj |+ r
(p−1)
j
∑
n>1
|aj+n|e
−(λl,j+...+λl,j+n)eα.(Λj+...+Λj+n−1) 6
‖
−→
H‖p,r
(
e−a + r
(p−1)
j
∑
n>1
r
(1−p)
j+n e
−λl,j+ne(αΛj−λl,j)+...+(αΛj+n−1−λl,j+n−1)
)
6
‖
−→
H‖p,r
(
e−a + e−a
∑
n>1
e−nσen(p−1)ǫ)
)
ou` la dernie`re majoration est satisfaite pour j > j0 puisque (l, α) est sous-re´sonnant.
On notera que l’on a utilise´ la ǫ lenteur de la suite rj pour la majoration r
(1−p)
j+n ≤
en(p−1)ǫr
(1−p)
j .
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Supposons maintenant que (l, α) soit sur-re´sonnant. Pour tout j ≥ 1, on de´signe par
D−j := Dj et H−j := Hj ainsi que D0 := D1 et H0 := H1. Posons
−→
Q := (Qj)j>1 ou`
Qj := Hj−1 ◦D
−1
j−1 +
∑
n>1
Dj−1 ◦ . . . ◦Dj−n ◦Hj−(n+1) ◦D
−1
j−n−1 ◦ . . . ◦D
−1
j−1
On ve´rifie aussi que
−→
Q ainsi de´fini est une solution formelle de l’e´quationM−→
D,p,r
(
−→
Q ) =
−→
H . Il faut donc s’assurer que
−→
Q est bien de´fini et appartient a`
−→
Ĥp,r.
Il est clair que Qj est de la forme Qj = bjz
αel ou` bj est donne´e par :
bj = e
−λl,j−1eiθj,0aj−1 +
∑
n>1
aj−n−1e
iθj,ne(λl,j−1+...+λl,j−n)e−α.(Λj−1+...+Λj−n−1).
et θj,n ∈ R.
Il suffit donc pour montrer que
−→
Q ∈
−→
Ĥp,r d’estimer la se´rie ci-dessus et de voir qu’il
existe une constante C > 0, inde´pendante de j, telle que r
(p−1)
j |bj| ≤ C‖
−→
H‖p,r pour
j > j0.
Or,
r
(p−1)
j |bj | ≤ r
(p−1)
j e
−a|aj−1|+ r
(p−1)
j
∑
n>1
|aj−n−1|e
(λl,j−1+...+λl,j−n)e−α.(Λj−1+...+Λj−n−1) 6
‖
−→
H‖p,r(e(1−p)ǫe−a + r
(p−1)
j
∑
n>1
r
(1−p)
j−n−1e
−λl,j−ne(−αΛj−1+λl,j−1)+...+(−αΛj−n−1+λl,j−n−1)) 6
‖
−→
H‖p,r(e(1−p)ǫe−a + e−a
∑
n>1
e−(n+1)σe(p−1)(n+1)ǫ)
ou` la dernie`re majoration est satisfaite pour j > j0 puisque (l, α) est sur-re´sonnant. Reste
a` ve´rifier l’ine´quation suivante qu’on a utilise´ dans la dernie`re ine´galite´ :
r
(p−1)
j r
(1−p)
j−(n+1) ≤ e
(p−1)(n+1)ǫ.
On distingue les deux cas j − (n + 1) > 0 et j − (n+ 1) < 0.
Si j−(n+1) > 0, la ǫ lenteur de la suite rj implique que
rj
rj−(n+1)
≤ 1 d’ou` r(p−1)j r
(1−p)
j−(n+1) ≤
1 < e(p−1)(n+1)ǫ.
Si j − (n + 1) < 0, alors rj−(n+1) = r(n+1)−j . Dans cette situation, on distingue aussi
deux cas : (n + 1)− j > j et (n + 1)− j < j. Si (n + 1)− j > j, la ǫ lenteur de la suite
rj implique que
r(n+1)−j
rj
≥ e−(n+1−2j)ǫ > e−(n+1)ǫ et donc r(p−1)j r
(1−p)
(n+1)−j < e
(p−1)(n+1)ǫ. Si
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(n+1)− j < j, la ǫ lenteur de la suite rj implique que
rj
r(n+1)−j
≤ 1 d’ou` r(p−1)j r
(1−p)
(n+1)−j ≤
1 < e(p−1)(n+1)ǫ.
2) Si π̂p ◦M−→A,p,r est assez proche de π̂p ◦M−→D,p,r dans Lc(
−→
Hp,r) alors la surjectivite´ de
π̂p ◦M−→A,p,r de´coule de celle de π̂p ◦M−→D,p,r car la surjectivite´ est une condition ouverte
dans l’espace de Banach Lc(
−→
Hp,r). D’apre`s le lemme II.2.3, ceci est assure´ si
−→
A est assez
proche de
−→
D dans
−→
H1.
II.2.2.4 The´ore`me de Poincare´ pour les chaˆınes de contractions holomorphes
Le the´ore`me suivant ge´ne´ralise aux chaˆınes de contractions holomorphes le the´ore`me
de line´arisation de Poincare´ pour un germe de contraction holomorphe.
The´ore`me II.2.2. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne dont la partie line´aire
−→
T est triangulaire
supe´rieure et telle que p0b− a + (p0 − 1)ǫ < 0 et b+ p0ǫ < 0 ou` p0 est le premier entier
pour lequel p0b − a < 0. Soit
−→
D la partie diagonale de
−→
T . On suppose que
−→
D n’est pas
ǫ-re´sonnante. Alors pour τ > 0 assez petit il existe :
1. une transformation line´aire Sα :=
(
α
. . .
. . . αk
)
ou` α > 0 et une chaˆıne line´aire
−→
A α := Sα
−→
T S−1α
2. une constante C > 0
3. une suite p0ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F
4. des applications holomorphes injectives Tj de´finies sur B
α
sj
2
:= Sα(B sj
2
) telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−1)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bαsj
2
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bαsj
2
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
Sα

B s2
2
Sα

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Sα

B sj+1
2
//
Sα

. . .
Bαs1
2
Fα,1
//
T1

Bαs2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαsj
2
Fα,j
//
Tj

Bαsj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bαs1
Aα,1
// Bαs2
Aα,2
// . . . Bαsj
Aα,j
// Bαsj+1 // . . .
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De´monstration. Munissons Ck de la norme ‖.‖α de´finie par ‖z‖α := ‖S−1α (z)‖. On notera
Bαr := Sα(Br) la boule centre´e a` l’origine pour la norme ‖.‖α. Soit r une suite ǫ-lente
adapte´e a`
−→
F . Notons
−→
F α la chaˆıne obtenue en conjuguant
−→
F par Sα :
Br1
F1
//
Sα

Br2
Sα

F2
// . . . Brj
Fj
//
Sα

Brj+1 //
Sα

. . .
Bαr1
Fα,1
// Bαr2
Fα,2
// . . . Bαrj
Fα,j
// Bαrj+1 // . . .
Pour z ∈ Bαrj on a ‖Fα,j(z)‖α = ‖Fα,j ◦ S
−1
α (z)‖ et
ea‖z‖α = e
a‖S−1α (z)‖ ≤ ‖Fα,j ◦ S
−1
α (z)‖ ≤ e
b‖S−1α (z)‖ = e
a‖z‖α.
Ce qui montre que
−→
F α est une (ǫ, a, b)-chaˆıne pour la norme ‖.‖α et que r reste adapte´e
a` cette chaˆıne.
Compte tenue de la premie`re assertion du lemme II.2.6, les ope´rateurs homologiques
M−→
D,p,r
sont surjectifs pour tout p ≥ 2. Comme la partie line´aire
−→
Aα = Sα
−→
T S−1α de
−→
F α converge vers
−→
D lorsque α tend vers 0, on peut choisir α assez petit pour, qu’en
vertu des lemmes II.2.5 et II.2.6, M−→
Aα,p,r
soit surjectif pour p ≥ 2 (cette proprie´te´ est
inde´pendante du choix de la norme sur Ck ; voir la remarque II.2.1).
D’apre`s la proposition II.2.2, pour τ > 0 assez petit, il existe une constante C1 > 0,
une (ǫ, a − (p0 − 2)τ, b + (p0 − 2)τ)-chaˆıne
−→
Γ α tangente a` l’ordre p0 a`
−→
A α telle que le
diagramme suivant commute :
Bαρ1
2
Fα,1
//
T1

Bαρ2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαρj
2
Fα,j
//
Tj

Bαρj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bαρ1
Γα,1
// Bαρ2
Γα,2
// . . . Bαρj
Γα,j
// Bαρj+1 // . . .
Notons qu’en outre ρj = c1rj est une suite ǫ-lente adapte´e a`
−→
F α et
−→
Γ α et que
les injections holomorphes (Tj)j ve´rifient ‖Tj(z) − z‖α ≤ C1ej(p0−2)ǫ‖z‖2α et e
−τ
2 ‖z‖α ≤
‖Tj(z)‖α ≤ e
τ
2 ‖z‖α pour tout z ∈ Bαρj
2
.
Pour τ > 0 choisi assez petit,
−→
Γ α est une (ǫ, a−(p0−2)τ, b+(p0−2)τ)-chaˆıne ve´rifiant
toutes les hypothe`ses du the´ore`me II.2.1. Il existe donc une suite pǫ-lente (s′j)j ve´rifiant
s′j ≤
ρj
2
, des injections holomorphes (T ′j )j ve´rifiant ‖T
′
j (z) − z‖α ≤ C2e
j(p0−1)ǫ‖z‖2α et
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‖T ′j (z)‖ ≤ e
τ
2 ‖z‖α , pour tout z ∈ Bαs′j
pour lesquelles le diagramme suivant commute :
Bαs′
1
Γα,1
//
T ′1

Bαs′
2
T ′2

Γα,2
// . . . Bαs′j
Γα,j
//
T ′j

Bαs′j+1
//
T ′j+1

. . .
Bα2s′
1
Aα,1
// Bα2s′
2
Aα,2
// . . . Bα2s′j
Aα,j
// Bα2s′j+1
// . . .
Posons sj = e
−τ
2 s′j, alors le diagramme suivant commute :
Bαs1
2
Fα,1
//
T1

Bαs2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαsj
2
Fα,j
//
Tj

Bαsj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bα
s′
1
2
Γα,1
//
T ′
1

Bα
s′
2
2
T ′
2

Γα,2
// . . . B
α
s′
j
2
Γα,j
//
T ′j

Bα
s′
j+1
2
//
T ′j+1

. . .
Bαs1
Aα,1
// Bαs2
Aα,2
// . . . Bαsj
Aα,j
// Bαsj+1 // . . .
Il suffit donc pour finir de poser Tj := T ′j ◦ Tj . Ve´rifions les estimations annonce´es.
Pour tout z ∈ Bαsj
2
on a :
‖Tj(z)− z‖α ≤ ‖T
′
j (Tj(z))− Tj(z)‖α + ‖Tj(z)− z‖α
≤ C2ej(p0−1)ǫ‖Tj(z)‖2α + C1e
j(p0−2)ǫ‖z‖2α
≤ C2ej(p0−1)ǫeτ‖z‖2α + C1e
j(p0−1)ǫ‖z‖2α
≤ (C2eτ + C1)ej(p0−1)ǫ‖z‖2α
II.2.3 The´ore`me de Poincare´-Dulac perturbe´
Le re´sultat suivant est du a` H. Peters ([Pet07]).
Proposition II.2.3. Soit T une matrice triangulaire infe´rieure dont les e´le´ments diago-
naux ve´rifient 1 > |λ1| ≥ . . . ≥ |λk|. Soit
(
Aj
)
j
une suite de matrices proches de T , c’est
a` dire supj ‖Aj − T‖ ≤ ǫ0. Si ǫ0 est assez petit alors il existe une suite de transforma-
tions unitaires de Ck,
−→
U := (Uj)j≥1 toutes proches de l’identite´ et une suite de matrices
triangulaire infe´rieures Tj arbitrairement proches de T telles que le diagramme suivant
commute :
Ck
A1
//
U1

Ck
U2

A2
// . . . Ck
Aj
//
Uj

Ck //
Uj+1

. . .
Ck
T1
// Ck
T2
// . . . Ck
Tj
// Ck // . . .
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De´monstration. La de´monstration s’effectue en plusieurs e´tapes et dans chacune d’elles
on peut eˆtre amene´ a` diminuer la valeur de ǫ0.
Le cas de la dimension deux est plus simple a` exposer ; nous nous y limiterons.
Par hypothe`se, |λ2| < |λ1|. Comme A est une matrice triangulaire infe´rieure, A(0, 1) =
λ2(0, 1) et donc (0, 1) est un vecteur propre de A. On note par φ l’endomorphisme
holomorphe sur P1 induit par l’application polynomiale A :
C2 − {0} A //
π

C2 − {0}
π

P1
φ
// P1
Comme (0, 1) est un vecteur propre de A, il s’ensuit que φ([0 : 1]) = [0 : 1]. Le multi-
plicateur de φ en [0 : 1] est
λ1
λ2
> 1. Ainsi, [0 : 1] est un point fixe re´pulsif pour φ et il
existe donc un voisinage assez petit de [0 : 1] dans P1, N , tel que N ⊂⊂ φ(N ).
Soit φj l’endomorphisme holomorphe sur P
1 induit par l’application polynomiale
Aj := F
′
j(0). Si Aj est assez proche de A (c’est a`dire ǫ0 assez petit), φj sera assez proche
de φ et N ⊂⊂ φj(N ) pour tout j ≥ 1. On remarque alors (en utilisant la notation usuelle
−→
φ n := φn ◦ · · · ◦ φ1) que :
N ⊃⊃
(
φ1
)−1
(N ) ⊃⊃
(−→
φ 2
)−1
(N ) ⊃⊃
(−→
φ 3
)−1
(N ) ⊃⊃ . . .
On en de´duit l’existence de
v ∈
⋂
j≥1
(−→
φ j
)−1
(N ).
Conside´rons alors v0 = v, v1, v2, . . . l’orbite de v ou` vj = φj(vj−1). Par construction,
vj ∈ N pour tout j ≥ 0.
Pour tout j ≥ 0, on construit une matrice unitaire dans C2 qui envoie un certain
repre´sentant norme´ de vj dansC
2, note´ v̂j, sur le vecteur (0, 1). On pose Tj := Uj◦Aj◦U
−1
j−1
de sorte que :
Ck
A1
//
U1

Ck
U2

A2
// . . . Ck
Aj
//
Uj

Ck //
Uj+1

. . .
Ck
T1
// Ck
T2
// . . . Ck
Tj
// Ck // . . .
Puisque, Tj .(0, 1) = [Uj ◦ Aj ].(U
−1
j−1)(0).(0, 1) = Uj .[Aj .v̂j−1] = Uj(v̂j) = (0, 1), le
vecteur (0, 1) est un vecteur propre pour Tj pour tout j ≥ 1. Les matrices Tj sont donc
triagulaires infe´rieures. Si le voisinage N est assez petit, les matrices unitaires Uj sont
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toutes proches de l’identite´ et, par conse´quent, les matrices Tj sont proches de A.
Nous allons voir comment modifier la peuve du the´ore`me de Poincare´ II.2.2 pour ob-
tenir un the´ore`me de Poincare´-Dulac pour les chaˆınes obtenues par petite perturbation
d’une chaine de contractions.
Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne de partie line´aire
−→
A . On suppose que
‖Aj − L‖ ≤ ν
ou` L est une contraction line´aire donne´e et ν est assez petit. Quitte a` remplacer Fj par
U ◦ Fj ◦ U
−1 pour une transformation unitaire U trigonalisant L, on peut supposer que
L est triangulaire infe´rieure et que ses termes diagonaux ve´rifient
1 > |λ1| ≥ . . . ≥ |λk|.
La proposition II.2.3 permet de supposer que les Aj ont la meˆme proprie´te´. En proce´dant
comme au de´but de la peuve du the´ore`me de Poincare´, on peut alors supposer que les
Aj sont triangulaires infe´rieures et proches de la partie diagonale D de L.
Il faut observer que les monoˆmes re´sonnant pour
−→
A sont exactement les meˆmes que ceux
de
−→
D , la chaˆıne diagonale constante.
Au lieu d’utiliser la proposition II.2.2 on utilise la proposition plus ge´ne´rale II.2.1.
Cela montre que l’on peut conjuguer
−→
A a` une nouvelle chaˆıne qui est tangente a` un ordre
suffisant, non pas a` sa partie line´aire mais a` la chaˆıne obetnue en ne conservant que les
monoˆmes re´sonnants. Exactement comme dans le cas autonome (c’est a` dire d’une chaˆıne
constante), cette chaˆıne est constitue´e d’automorphismes polynomiaux triangulaires Nj
dont le degre´ est borne´.
Pour finir la de´monstration, il faut utiliser le the´ore`me II.2.1 dont il faut au pre´lable
ve´rifier qu’il reste valable lorsque les automorphismes line´aires Aj sont remplace´s par des
automorphismes quelconques Nj, dans le cas autonome cela est expose´ dans [Ber06].
On obtient le re´sultat suivant.
The´ore`me II.2.3. Soit
−→
F une (ǫ, a, b)-chaˆıne dont la partie line´aire
−→
A est proche d’une
chaˆıne line´aire constante (‖Aj − L‖ ≤ ν, ∀j) et telle que p0b − a + (p0 − 1)ǫ < 0 et
b+ p0ǫ < 0 ou` p0 est le premier entier pour lequel p0b− a < 0.
Si ν est assez petit, alors pour τ > 0 assez petit il existe :
1. une transformation line´aire Sα :=
(
α
. . .
. . . αk
)
ou` α > 0
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2. une constante C > 0
3. une suite p0ǫ-lente s adapte´e a`
−→
F
4. des applications holomorphes injectives Tj de´finies sur B
α
sj
2
:= Sα(B sj
2
) telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ Ce
j(p0−1)ǫ‖z‖2; ∀z ∈ Bαsj
2
e−τ‖z‖ ≤ ‖Tj(z)‖ ≤ e
τ‖z‖; ∀z ∈ Bαsj
2
5. une chaˆıne d’automorphismes polynomiaux triangulaires
−→
N := (Nj)
tels que le diagramme suivant commute :
B s1
2
F1
//
Sα

B s2
2
Sα

F2
// . . . B sj
2
Fj
//
Sα

B sj+1
2
//
Sα

. . .
Bαs1
2
Fα,1
//
T1

Bαs2
2
T2

Fα,2
// . . . Bαsj
2
Fα,j
//
Tj

Bαsj+1
2
//
Tj+1

. . .
Bαs1
N1
// Bαs2
N2
// . . . Bαsj
Nj
// Bαsj+1 // . . .
II.3 Domaines de Fatou-Bieberbach et chaˆınes d’endo-
morphismes de Ck
II.3.1 Bassin d’attraction d’une chaˆıne d’endomorphismes de Ck
Le choix de la suite ǫ-lente n’est pas primordial dans la de´finition des (ǫ, a, b)-chaˆınes
en particulier on a le lemme suivant :
Lemme II.3.1. Soit
−→
F = (Fj)j>1 une (ǫ, a, b)-chaˆıne d’endomorphismes holomorphes de
Ck. Si (rj)j et (ρj)j sont deux suites ǫ-lentes compatibles avec
−→
F , alors
⋃
n>1
(
−→
F n)
−1(Brn+1) =⋃
n>1
(
−→
F n)
−1(Bρn+1)
De´monstration. Par syme´trie il suffit de montrer que si ‖
−→
F j0(z)‖ ≤ rj0+1 alors ‖
−→
F j0+k0(z)‖ ≤
ρj0+k0+1 pour un certain k0. Or, puisque ‖
−→
F j0+k(z)‖ ≤ e
kbrj0+1 pour tout k ≥ 0 si
‖
−→
F j0(z)‖ ≤ rj0+1, il vient, en prenant k0 tel que
(
eb
eǫ
)k0
<
ρj0+1
rj0+1
, ‖
−→
F j0+k0(z)‖ ≤ e
−k0ǫ ρj0+1
rj0+1
rj0+1 ≤
ρj0+k0+1 ou` la dernie`re majoration re´sulte de la ǫ-lenteur de la suite (ρj)j.
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Graˆce au lemme ci-dessus, nous pouvons de´finir une notion de bassin d’attraction
adapte´e a` celle de (ǫ, a, b)-chaˆıne d’endomorphismes holomorphes de Ck.
De´finition II.3.1. Soit
−→
F = (Fj)j>1 une (ǫ, a, b)-chaˆıne d’endomorphismes holomorphes
de Ck. Le bassin d’attraction de
−→
F a` l’origine est l’ouvert Ω−→
F
de Ck de´fini par
Ω−→
F
:=
⋃
n>1
(
−→
F n)
−1(Brn+1)
ou` (rn)n est une suite ǫ-lente associe´e
−→
F .
Le lemme suivant fournit une proprie´te´ utile de Ω−→
F
.
Lemme II.3.2. Soit
−→
F := (Fj)j>1 une (ǫ, a, b)-chaˆıne d’endomorphismes holomorphes
de Ck. Pour tout β tel que eb < β < e−ǫ et tout n0 > 1 on a :
Ω−→
F
=
⋃
n>n0
(
−→
F n)
−1(Bβnr1)
ou` r1 est le premier terme d’une suite ǫ-lente arbitraire associe´e a`
−→
F .
De´monstration. Soit β tel que eb < β < e−ǫ. Si z ∈ Ω−→
F
alors
−→
F j0(z) ∈ Brj0+1 pour
un certain j0 > 1 et donc
−→
F j0+k(z) ∈ Bekbrj0+1 pour tout k > 0. Il s’ensuit que
z ∈ (
−→
F j0+k)
−1(Bβj0+kr1) pour k assez grand. Inversement, si z ∈ (
−→
F n)
−1(Bβnr1) alors
‖
−→
F n(z)‖ 6 βnr1 6 e−nǫr1 6 rn+1 ce qui montre que z ∈ Ω−→F . Nous avons montre´ que
si (rj)j≥1 est une suite ǫ-lente associe´e a`
−→
F et n0 ≥ 1 alors Ω−→F :=
⋃
n>1
(
−→
F n)
−1(Brn+1) =⋃
n>n0
(
−→
F n)
−1(Bβnr1).
Remarque II.3.1. Lorsque
−→
F est une (ǫ, a, b)-chaˆıne d’automorphismes de Ck alors
Ω−→
F
est un ouvert connexe de Ck (comme re´union croissante d’ouverts connexes).
On voit imme´diatement, en utilisant le lemme II.3.2, que si
−→
F est une (0, a, b)-chaˆıne,
c’est a` dire lorsque rj = r1 pour tout j ≥ 1, alors
Ω−→
F
= {z ∈ Ck/ lim
n−→∞
−→
F n(z) = 0}.
En particulier, lorsque la suite est stationnaire (Fj = F pour tout j ≥ 1) alors Ω−→F n’est
autre que le bassin d’attraction de F a` l’origine.
Nous utiliserons la proposition suivante pour comparer le bassin d’attraction d’une
chaˆıne d’automorphismes a` celui d’une chaˆıne plus simple, par exemple sa chaˆıne line´arise´e.
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Proposition II.3.1. Soient
−→
F et
−→
G deux (ǫ, a, b)-chaˆınes d’automorphismes de Ck.
On suppose qu’il existe des applications holomorphes injectives (Tj)j>1 telles que le dia-
gramme suivant soit commutatif :
Br1
F1
//
T1

Br2
T2

F2
// . . . Brj
Fj
//
Tj

Brj+1 //
Tj+1

. . .
Bρ1
G1
// Bρ2
G2
// . . . Bρj
Gj
// Bρj+1 // . . .
ou` (rj)j>1 et (ρj)j>1 sont des suites ǫ-lentes respectivement associe´es a`
−→
F et
−→
G.
On suppose qu’il existe un entier n0 ≥ 1 tel que b+ n0ǫ < 0.
Si ‖Tj(z)− z‖ 6 Ce
jn0ǫ‖z‖2 pour z ∈ Brj et j > 1 alors T1 se prolonge a` un biholomor-
phisme T : Ω−→
F
−→ Ω−→
G
.
De´monstration. Posons T˜n := (
−→
Gn)
−1 ◦Tn+1 ◦
−→
F n, cette application holomorphe est bien
de´finie sur Ωn := (
−→
F n)
−1(Brn+1). Il est clair que Br1 ⊂ Ωn ⊂ Ωn+1 et, compte tenu de la
commutativite´ du diagramme, que T˜n+1|Ωn = T˜n. On peut donc de´finir T sur Ω−→F en po-
sant T ≡ T˜n sur Ωn. Par construction, T coincide avec T1 sur Br1 et
−→
Gn ◦T ≡ Tn+1 ◦
−→
F n
sur Br1 pour tout n > 1.
Puisque Ω−→
F
est connexe, il s’ensuit que
−→
Gn◦T = Tn+1◦
−→
F n sur Ω−→F par prolongement
analytique. Par construction, T (Ω−→
F
) ⊂ Ω−→
G
et T est injective.
Montrons a` pre´sent que T (Ω−→
F
) ⊃ Ω−→
G
. Fixons β1 et β2 tels que e
b < β2 < β1 < e
−n0ǫ.
Pour n assez grand on a :
βn1 r1(1− Ce
(n+1)n0ǫβn1 r1) >
1
2
βn1 r1 > β
n
2 ρ1
et donc
Tn+1(Bβn
1
r1) ⊃ Bβn2 ρ1
puisque, par hypothe`se ‖Tn+1(z) − z‖ 6 Ce(n+1)n0ǫβ2n1 r
2
1 sur Bβn1 r1 . Pour n assez grand,
on a donc :
T (Ω−→
F
) ⊃ T (Ωn) = (
−→
Gn)
−1 ◦ Tn+1 ◦
−→
F n(Ωn)
⊃ (
−→
Gn)
−1 ◦ Tn+1(Bβn
1
r1)
⊃ (
−→
Gn)
−1(Bβn
2
ρ1)
ce qui, d’apre`s lemme II.3.2, montre que T (Ω−→
F
) ⊃ Ω−→
G
.
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II.3.2 Domaines de Fatou-Bieberbach
En combinant le the´ore`me II.2.1 et la proposition II.3.1 on obtient imme´diatement la
ge´ne´ralisation suivante d’un re´sultat de Wold [Wol05]. Le re´sultat de Wold correspond
au cas p = 2 et ǫ = 0.
The´ore`me II.3.1. Soit
−→
F une (0, a, b)-chaˆıne d’automorphismes holomorphes de Ck
tangente a` l’ordre p > 2 a` sa partie line´aire. Si pb − a < 0 alors il existe un biholomor-
phisme T : Ω−→
F
−→ Ck.
The´ore`me II.3.2. Soit
−→
F une (0, a, b)-chaˆıne d’automorphismes holomorphes de Ck
dont la partie line´aire
−→
T est triangulaire supe´rieure. Soit
−→
D la partie diagonale de
−→
T .
On suppose que
−→
D n’est pas 0-re´sonnante. Alors le bassin d’attraction de
−→
F a` l’origine
Ω−→
F
est biholomorphiquement e´quivalent a` Ck.
De´monstration. Soit p0 le premier entier pour lequel p0b − a < 0, alors
−→
F ve´rifie tous
les conditions du the´ore`me II.2.2. Alors pour τ > 0 assez petit il existe, une constante
C > 0, un re´el 0 < r < 1 et des applications holomorphes injectives Tj telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ C‖z‖
2; ∀z ∈ Bαr
2
.
De plus le diagramme suivant commute :
B r
2
F1
//
Sα

B r
2
Sα

F2
// . . . B r
2
Fj
//
Sα

B r
2
//
Sα

. . .
Bαr
2
Fα,1
//
T1

Bαr
2
T2

Fα,2
// . . . Bαr
2
Fα,j
//
Tj

Bαr
2
//
Tj+1

. . .
Bαr
Aα,1
// Bαr
Aα,2
// . . . Bαr
Aα,j
// Bαr // . . .
Puisque
−→
F α,j = Sα ◦
−→
F j ◦ S−1α , il s’ensuit que pour tout z ∈ C
k, ‖
−→
F α,j ◦ Sα(z)‖α ≤
‖Sα‖‖
−→
F j(z)‖. Si z ∈ Ω−→F alors Sα(z) ∈ Ω−→F α c’est-a`-dire que Sα(Ω
−→
F
) ⊂ Ω−→
F α
. Par
syme´trie, S−1α (Ω−→F α) ⊂ Ω
−→
F
. D’ou` Sα(Ω−→F ) = Ω−→F α. De plus,
−→
F α et
−→
Aα sont deux (0, a, b)-
chaˆınes d’automorphismes ve´rifiant les conditions de la proposition II.3.1 et donc Ω−→
F α
≃
Ω−→
Aα
= Ck. D’ou` le re´sultat.
Interpre´tation ge´ometrique en dimension deux :
Remarque II.3.2. Pour tout α := (α1, . . . , αk) ∈ Nk avec αl 6= 0 pour un certain
l ∈ {1, . . . , k}, (l, α) est (
−→
D, 0)-sous-re´sonnant.
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De´monstration. Puisque a 6 λl,j 6 b < 0, pour tout j ≥ 1 et tout 1 ≤ l ≤ k on a :
α.Λj − λl,j = (α1λ1,j + . . .+ αlλl,j + . . .+ αkλk,j)− λl,j
= α1λ1,j + . . .+ (αl − 1)λl,j + . . .+ αkλk,j
< 0
Ainsi, les couples (l, α) ayant αl = 0 sont les seuls susceptibles d’eˆtre (
−→
D, 0)-re´sonnants.
D’ou`, en dimension complexe deux, on s’inte´resse aux demi droites de (R<0)2 passant
par l’origine de la forme suivante :
αX2 −X1 = 0 et αX1 −X2 = 0 avec 2 ≤ α ≤
a
b
+ 1 (II.8)
et a` la position relative des couples (λ1,j, λ2,j) par rapport a` chacune de ces droites.
Or, le the´ore`me ci-dessus est traite´ en l’absence de re´sonnances. Ge´ometriquement,
cela signifie qu’il existe deux droites D1 et D2 du type II.8 et ǫ0 > 0 tels que, les couples
(λ1,j, λ2,j) ∈ [a, b]2 se trouvent a` l’inte´rieur de la partie de´limite´e en rouge comme le
montre la figure ci-dessous (dans une cellule ”large” et comprise entre deux droites de
re´sonnances).
ǫ0
ǫ0
D1
D2
On a vu qu’il est plus facile d’analyser le comportement asymptotique de
−→
F n lorsque−→
D n’est pas 0-re´sonnante. Nous allons voir que dans un certain cas, on pourra substituer a`
−→
F une nouvelle chaˆıne qui ve´rifie cette condition. Nous traitons d’abord ce cas particulier
en dimension complexe deux et trois. Le cas ge´ne´ral en re´sulte directement.
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Remarque II.3.3. D’apre`s la remarque II.3.2, les couples (l, α) ayant αl = 0 sont
les seuls susceptibles d’eˆtre (
−→
D, 0)-re´sonnants. D’ou`, en dimension complexe trois, on
s’inte´resse aux demi plans de (R<0)3 passant par l’origine de la forme suivante :
α1X1 + α2X2 −X3 = 0, α1X1 −X2 + α3X3 = 0 et −X1 + α2X2 + α3X3 = 0 (II.9)
avec 2 ≤ |α| ≤
a
b
+ 1 et a` la position relative des triplets (λ1,j, λ2,j, λ3,j) par rapport a`
chacun de ces plans.
A cet effet, nous introduisons la de´finition suivante :
De´finition II.3.2. Soit 0 < δ ≪ 1. On de´finit un δ-voisinage, V , d’un plan P de R3
par :
V := {x ∈ R3|d(x,P) < δ}
De fac¸on similaire, on de´finit un δ-voisinage, V , d’une droite D de R3 par :
V := {x ∈ R3|d(x,D) < δ}.
Puisque la distance d(x,D) est supe´rieure ou e´gale a` toute distance se´parant le point x
d’un plan P contenant la droite D, il vient que tout point x appartenant a` un δ-voisinage
de D appartient aussi a` un δ-voisinage du plan P.
The´ore`me II.3.3. Soit
−→
F une (0, a, b)-chaˆıne d’automorphismes holomorphes de C3
(resp. C2) dont la partie line´aire
−→
T est triangulaire supe´rieure. On suppose que pour tout
j ≥ 1, Λj se trouvent dans un δ-voisinage de plans (resp. droite) du type II.9 avec δ < −b
assez petit. Alors, le bassin d’attraction de
−→
F a` l’origine Ω−→
F
est biholomorphiquement
e´quivalent a` C3 (resp. C2).
De´monstration. On de´montre le the´ore`me en dimension trois. Soit Dτ l’homothe´tie de
rapport eτ pour une certaine valeur de τ < −b positive assez petite fixe´e ulte´rieurement.
Posons :
Gj := D
j+1
τ ◦ Fj ◦D
j
−τ .
On obtient le diagramme commutatif suivant :
C3
F1
//
Dτ

C3
D2τ

F2
// . . . C3
Fj
//
D
j
τ

C3 //
D
j+1
τ

. . .
C3
G1
// C3
G2
// . . . C3
Gj
// C3 // . . .
Puisque,
‖Gj(z)‖ = e
(j+1)τ‖Fj(e
−jτz)‖ et ‖e−jτz‖ 6 r pour ‖z‖ 6 r,
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il vient
e(j+1)τeae−jτ‖z‖ 6 ‖Gj(z)‖ 6 e
(j+1)τebe−jτ‖z‖, pour tout z ∈ Br.
D’ou`
eτ+a‖z‖ 6 ‖Gj(z)‖ 6 e
τ+b‖z‖, pour tout z ∈ Br
et donc
−→
G := (Gj)j≥1 est une (0, a+ τ, b+ τ)-chaˆıne d’automorphismes holomorphes de
C3 dont la partie line´aire est triangulaire supe´rieure. Soit
−→
D ′ := (diag(e(λl,j+τ)+iβl,j ; 1 ≤
l ≤ 3))j≥1 la partie diagonale. On note par λ
′
l,j := λl,j + τ .
Pour tout j ≥ 1, les triplets Λj = (λ1,j , λ2,j, λ3,j) se trouvent dans un δ-voisinage de
plans du type II.9. Ainsi, ils peuvent eˆtre soit dans un δ-voisinage de plusieurs plans et
donc dans un δ-voisinage de leur droite d’intersection ou, soit dans un δ-voisinage d’un
seul plan. Notons que ces plans passent tous par l’origine et donc ils s’intersectent deux
a` deux suivant une droite. A cet effet, on distingue les deux cas :
Si les Λj se trouvent dans un δ-voisinage d’un seul plan P, on de´compose la re´gion
en plusieurs parties : on conside`re le δ-voisinage de chaque droite d’intersection et le
comple´mentaire.
Si les Λj se trouvent dans un δ-voisinage de plusieurs plans, dans ce cas on conside`re
juste le δ-voisinage de la droite d’intersection.
Dans les deux cas, il existe α ∈ N3 et 1 ≤ l ≤ 3 tel que d(Λj,P) = |α.Λj − λl,j| < δ.
il vient que :
α.Λ
′
j − λ
′
l,j = α(Λj + (τ, τ, τ))− (τ + λl,j)
= αΛj + |α|τ − τ − λl,j
= (αΛj − λl,j) + (|α| − 1)τ.
On de´finit τ tel que δ < (|α| − 1)τ < ǫ pour un certain ǫ > 0 assez petit. Alors,
0 < (αΛj − λl,j) + (|α| − 1)τ < (δ + ǫ); (l, α) (
−→
D ′, 0)-sur-re´sonnant.
Par conse´quent, on a ”pousse´” tous les points Λj d’une certaine distance dans la
direction de la diagonale. Ainsi, les points Λj qui se trouvent dans un δ-voisinage d’une
droite d’intersection se retrouvent dans un compact qui ne coupe aucun de ces plans
puisque ces derniers ne contiennent pas la diagonale. D’ou`,
−→
D ′ n’est pas 0-re´sonnante et
d’apre`s le the´ore`me II.3.2, Ω−→
G
≃ C3.
Reste a` ve´rifier que Ω−→
F
≃ Ω−→
G
. En effet : Comme
−→
G j = D
j+1
τ ◦
−→
F j ◦D−τ , il s’ensuit
que pour tout z ∈ C3, ‖
−→
G j ◦Dτ (z)‖ ≤ e(j+1)τ‖
−→
F j(z)‖. Si z ∈ Ω−→F alors Dτ (z) ∈ Ω−→G c’est-
a`-dire Dτ (Ω−→F ) ⊂ Ω−→G . D’autre part, ‖
−→
F j ◦D−τ (z)‖ = ‖D
j+1
−τ ◦
−→
G j(z)‖ ≤ e
−(j+1)τ‖
−→
G j(z)‖
et donc D−1τ (Ω−→G ) ⊂ Ω−→F . D’ou`, Ω−→F ≃ Ω−→G .
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Interpre´tation ge´ometrique en dimension deux :
En dimension complexe deux, ce re´sultat se de´montre de la meˆme fac¸on qu’en dimen-
sion trois. Ge´ometriquement, cela signifie qu’il existe une droite du type II.8 et 0 < δ ≪ 1
tels que, les couples (λ1,j , λ2,j) ∈ [a, b]2 se trouvent a` l’inte´rieur de la partie de´limite´e en
rouge comme le montre la figure ci-dessous (dans une cellule ”fine” et entoure la trace
d’une droite de re´sonnances).
δ
The´ore`me II.3.4. Soit
−→
F une (0, a, b)-chaˆıne d’automorphismes holomorphes de Ck
dont la partie line´aire est proche d’une chaˆıne line´aire constante. Alors, le bassin d’at-
traction de
−→
F a` l’origine Ω−→
F
est biholomorphiquement e´quivalent a` Ck.
De´monstration. Soit p0 le premier entier pour lequel p0b−a < 0, alors
−→
F ve´rifie tous les
conditions du the´ore`me II.2.3. Pour τ > 0 assez petit, il existe une constante C > 0, un
re´el 0 < r < 1 et des applications holomorphes injectives Tj telles que
‖Tj(z)− z‖ ≤ C‖z‖
2; ∀z ∈ Bαr
2
.
De plus le diagramme suivant commute :
B r
2
F1
//
Sα

B r
2
Sα

F2
// . . . B r
2
Fj
//
Sα

B r
2
//
Sα

. . .
Bαr
2
Fα,1
//
T1

Bαr
2
T2

Fα,2
// . . . Bαr
2
Fα,j
//
Tj

Bαr
2
//
Tj+1

. . .
Bαr
Nα,1
// Bαr
Nα,2
// . . . Bαr
Nα,j
// Bαr // . . .
ou`
−→
N α est une (0, a − (p0 − 1)τ, b + (p0 − 1)τ)-chaˆıne d’automorphismes polynomiaux
triangulaires infe´rieures dont le degre´ est borne´.
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On a de´ja` vu dans la de´monstration du the´ore`me II.3.2 que Sα(Ω−→F ) = Ω−→F α. De plus,−→
F α et
−→
N α sont deux (0, a− (p0− 1)τ, b+ (p0− 1)τ)-chaˆınes d’automorphismes ve´rifiant
les conditions de la proposition II.3.1 et donc Ω−→
F α
≃ Ω−→
Nα
= Ck ou` la dernie`re e´galite´ se
traˆıte de la meˆme fac¸on que dans le cas autonome, cela est expose´ dans [RR88]. D’ou` le
re´sultat.
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Chains of holomorphic contractions and Fatou-
Bieberbach domains
Summary : When k ≥ 2, there exists domains not belonging to Ck which
are biholomorphically equivalent to Ck , these are the domains called Fatou-Bieberbach.
Our work was to know if the basin of attraction of a chain of holomorphic contractions
is equivalent to Ck . Our proposed method permitted establishing new results which
generalizes all known results till nowadays. For this purpose, we proved a linearization
theorem of Poincare´ for chains and a perturbed Poincare´-Dulac theorem as well.
Mots clés :  
 
Chaines de contractions holomorphes, Domaines de Fatou-Bieberbach, Bassins d'attractions, 
Opérateurs homologiques de Poincaré, Résonnances, Théorème de Linéarisation, Théorème de 
Poincaré-Dulac perturbé. 
 
Résumé : 
 
Lorsque  k ≥ 2, il existe des domaines stricts de Ck qui sont biholomorphiquement équivalents à 
Ck ; ce sont les domaines dits de Fatou-Bieberbach. Notre travail est de savoir si le bassin 
d'attraction d'une chaine de contractions holomorphes est équivalent à Ck. Nos méthodes 
permettent d'établir des résultats nouveaux qui englobent ceux connus à ce jour. A cet effet, nous 
démontrons un théorème de Linéarisation de Poincaré pour les chaines et un théorème de 
Poincaré-Dulac perturbé. 
 
